und die Gleichungen

Ta+14 B a+2
daraus o = 54/5, 8 = 42/5, und schliefflich fiir die mittlere Spieldauer m
m = w +1=12.

Obiger Prozef} relevanter Spielzustinde kann als (sehr) vereinfachter Prototyp ei-
ner wichtigen Klasse von zufilligen Prozessen betrachtet werden. Eine nachtrigliche
Analyse zeigt, dafl wir bei unseren Berechnungen vor allem zwei Eigenschaften ver-
wendet haben:

e Die Zustandsidnderungen erfolgen unabhéngig von vergangenen Zustandsénde-
rungen

e Die Wahrscheinlichkeiten fiir die Zustandséinderungen hédngen nicht von dem
Zeitpunkt ab, zu dem sie erfolgen.

Prozesse dieser Art wollen wir im weiteren genauer studieren.

1.2 Markoftfketten

Definition. Sei X eine hochstens abzéhlbare Menge von Zustdnden. Ein zufilliger
ProzeB & = (&,...,&,,...) mit Werten in X heiflt Markoffkette (in diskreter Zeit),
wenn die Markoffeigenschaft (,, Geddchtnislosigkeitseigenschaft*)

]P(EnJrl = j|£0’ T 7§n71’€n = ’L) = IP(gnJrl = ¢7|£n = ’L)

fiir alle n erfiillt ist. Die Grofle

]P(€n+1 = jl§, = 1) = Dij (n,n+1)

nennt man die Ubergangswahrscheinlichkeit von 4 nach j zum Zeitpunkt n. Gilt
pij(n,n + 1) = p,; fiir alle n, (i.e. hingen die Ubergangswahrscheinlichkeiten nicht
von n ab), so heifit £ eine Markoffkette (in diskreter Zeit) mit stationdren Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten. Die Zahlen p;; heien dann (einstufige) Ubergangswahrschein-
lichkeiten, die Matrix

P = [pij]i,jGX
(einstufige) Ubergangsmatriz.

Im folgenden werden wir nur Markoffketten mit stationiren Ubergangswahrschein-
lichkeiten betrachten.



Bemerkung. Es gibt viele zur Markoffeigenschaft dquivalente (beziehungsweise aus
ihr deduzierbare) Beziehungen. Die wahrscheinlich instruktivste diirfte die folgende
sein:

Sei A ein Ereignis, das nur von &,...,§,,_; abhéngt, also in der

Vergangenheit des Zeitpunktes n liegt, und sei B ein Ereignis, das

nur von &, 1,&, ., ... abhéingt, also in der Zukunft des Zeitpunk-

tes n liegt. Dann gilt

P(AN B[S, = i) = IP(A], = i) (B[, =i).

Zukunft und Vergangenheit sind bedingt unabhdngig, gegeben die
Gegenwart.

Bemerkung. Offensichtlich gilt
Pi; >0, Zpij =1
jex
Die Ubergangsmatrix P ist daher eine quadratische Matrix mit nichtnegativen Ele-

menten, bei der alle Zeilensummen eins sind. Solche Matrizen bezeichnet man auch
als stochastische Matrizen.

1.3 Beispiele

Beispiel 1: Eindimensionale Irrfahrt

Die eindimensionale (diskrete) Irrfahrt ist eine Markoffkette mit Zustandsraum X = Z
und Ubergangswahrscheinlichkeiten

Piiv1 =D pi7i_1:q:1*p§ pij:()v j¢{i*1,i+l}.
(Man skizziere den Ubergangsgraphen). Beachte: in diesem Fall gilt

fn:£0+771+"'+77na

wobei 7y, ...,Mm,,... unabhéngig, identisch verteilt mit IP(n = 1) = p und IP(n =
—1) = g sind.

Beispiel 2: Ein einfaches diskretes Warteschlangenmodell

Zu den Zeitpunkten 0 = t) < t; < --- < t, < --- wird genau ein Kunde aus einer
Warteschlange bedient, sofern diese nicht leer ist. n,, sei die Anzahl der Kunden, die
im Zeitintervall (¢,,_,,%,,) in der Warteschlange neu eintreffen, und ¢,, die Anzahl der
zum Zeitpunkt ¢, wartenden Kunden. Dann gilt offensichtlich

£ = &_1—1+mn,, wean¢, ; >0,
n N» wenn &, _; =0,



oder, unter Verwendung der Bezeichnung % = max(z, 0),

gn = (5n71 - 1)+ + My

Sind die n,, unabhéngig, so ist £ eine Markoffkette mit Zustandsraum X = {0,1,2,...}
und Ubergangswahrscheinlichkeiten

P, =jl&, 1 =19 = P&, -1 +n, =4l =1)
= P, =j-(G-17).

Wenn wir daher zu Abkiirzung IP(n = k) = «, schreiben, so erhalten wir als Uber-
gangsmatrix

OéO Oél 042 043
Qp Gy Gy O3

Beispiel 3: Ein einfaches Lagerhaltungsmodell

Zu den Zeitpunkten 0 = t; < t; < --- <t, <---wird der Lagerbestand an einem Gut
kontrolliert und nach folgender Regel adaptiert: ist der zum Zeitpunkt ¢,,_, verfiigbare

Bestand &,,_; geringer als [, so werden im n-ten Intervall (¢ t,) genau u — &

n—1""n n—1

Einheiten produziert (oder zugekauft); ist der Bestand aber zwischen ! und u, so wird
nichts produziert. (u ist die Kapazitétsobergrenze des Lagers.) Ist dann 7,, die Anzahl
der im Intervall (¢,,_,,t,) eintreffenden Bestellungen, so gilt fiir den zum Zeitpunkt
n noch verfiigharen Bestand &, dafl

&1y, wenn <,y <w,
&= Vu- My wenn &, | <.
Sind 7y,...,7m,, ... unabhingig und identisch verteilt, so ist £ eine Markoftkette mit
Zustandsraum

X =Au,u—1,...,0,1-1,...,0,-1,-2,...}.

und entsprechenden Ubergangswahrscheinlichkeiten.

Bemerkung. Allgemeiner gilt: ist n = (1y,...,m,,...) eine Folge von unabhéngig,
identisch verteilten ZufallsgroBen und £ beschreibbar durch ein Modell der Form £, =
F(&,_1,1m,) (und &, unabhéngig von ), so ist ¢ eine Markoffkette.



Beispiel 4: Ein Modell fiir Erfolgsliufe

Wir betrachten eine Anordung von verschiedenen Experimenten Ey,...,E,,..., bei
der das k-te Experiment nur dann durchgefiihrt werden kann, wenn alle vorangegan-
genen Experimente, also das erste bis zum k — 1-ten, erfolgreich waren (man kénnte
sich eine Folge von Priifungen vorstellen, die nur in einer bestimmten Reihenfolge ab-
gelegt werden konnen). Beim ersten Miflerfolg mufl wieder mit dem ersten Experiment
begonnen werden. Die Erfolgswahrscheinlichkeit im k-ten Experiment sei p,,, die ent-
sprechende Gegenwahrscheinlichkeit ¢,. Sind die jeweiligen Experimente voneinander
unabhéngig und ist &, die Anzahl der bis zum Zeitpunkt n erfolgreich hinterein-
ander ausgefiihrten Experimente, also e.g. die Anzahl der hintereinander erfolgreich
abgelegten Priifungen, (¢, ist die Lidnge des aktuellen , Erfolgslaufs®), so ist £ eine
Markoffkette mit Zustandsraum X = {0,1,2,...} und Ubergangswahrscheinlichkeiten

Piit1 = Piv1>  Pio = it+15 bi; = 0, j¢{0,i+1}
Die Ubergangsmatrix P ist also von der Form

9 P
D) Pa
q3 25!

(Ist nur eine endliche Anzahl N von Priifungen zu bestehen, so kann man & als
Markoffkette mit dem endlichen Zustandsraum

X={0,1,2,...,N—1,A}

auffassen, wobei der Zustand A (der ,Friedhof*) erreicht und nicht mehr verlassen
wird, wenn alle Priifungen erfolgreich hintereinander abgelegt wurden.)

Im weiteren wollen wir die folgenden, offensichtlich grundlegenden Fragestellungen
néher untersuchen.

e Was ist die Verteilung von &, ? Existiert eine Grenzverteilung/Gleichgewichts-
lage? (e.g. im Warteschlangenmodell: wie ist die Anzahl der zum Zeitpunkt n
in der Warteschlange befindlichen Kunden verteilt? Wird die Warteschlange
unendlich lang oder etabliert sich ein Gleichgewicht von neu eintreffenden und
bedienten Kunden?)

e Wenn wir die Markoffkette £ von einem Zustand ¢ aus starten, kommen wir
wieder in den Anfangszustand zuriick? Mit welcher Wahrscheinlichkeit? Mit
welcher Rate? Wie lang miissen wir im Mittel auf solch eine Riickkehr warten?
(e.g. wird die Warteschlange je wieder leer? Wenn ja, wie oft geschieht das? etc.)



1.4 Chapman-Kolmogorov Gleichungen

Definition. Wir nennen
Pij(”) i=1P(§yr, = JIE = 19), t=0,1,...

die n-stufige Ubergangswahrscheinlichkeit von i nach j. Die Matrix
P(n) = [pij(n)]i,jGX

heifit n-stufige Ubergangsmatri.
Nun gilt offensichtlich

pij(n+m) = P(§, ., =jl& =1)
keX
= S Py, = il& =06 = k)P, = K&, = 1).
keX
pkj(n) Pik(m)

Somit geniigen die mehrstufigen Ubergangswahrscheinlichkeiten den Chapman-Kol-
mogorov Gleichungen

pi(n+m) = py(m)py(n
keX

Fiir die mehrstufigen Ubergangsmatrizen gilt dann
P(n+m) = P(m)P(n)
und daher, da P(1) = P,

Pn)=P*=P---P.
n mal

Wir vereinbaren folgende Schreibweise: ist A ein Ereignis beziiglich des Prozesses
&, so sei

Pi(A) == P(A§) = i);

2

ist n = f(&y,-..,&,,...) eine integrierbare Funktion des Prozesses &, so bezeichne

Ein :=TEMm|§ = i).

(Offensichtlich ist dann P;(A) = E;1,4.)



Folgerungen aus den Chapman-Kolmogorov Gleichungen

Ist o = [u,);c x die Startverteilung der Markoffkette &, i.e. gilt IP(§) = i) = p;, und
schreiben wir p,, fiir den Vektor

[]P(gn = j)];EX 5
dann gilt IP(§, = j) = >_, IP(§, = k)py;(n) und somit
t, = P(n)'p=(P")n

Ist f = [f;]icx eine Funktion auf dem Zustandsraum X und schreiben wir f,, fiir den
Vektor

[E,f(E))iex

dann folgt wegen E, f(¢,,) = >, pi(n) f(k), daB
fn=Pn)f=P"f.

Insbesondere ist

IE f(§,) =u'P"f.

1.5 Rekurrenz und Transienz

Im folgenden Abschnitt untersuchen wir die Frage, mit welcher Wahrscheinlichkeit
beziehungsweise wie oft Zusténde ,besucht* werden. Unter einem Besuch in einem
Zustand j ist hier ein Sprung in den Zustand j hinein zu verstehen. Dazu vereinbaren
wir folgende Bezeichnungen.

7 = min{n>0:¢, =j}.
fi(n) = P& #4. &y # 5,60 =) = Pi(1; = n),
fii = Z fU T < 00) = IP(¢ besucht j nach Start in 7).

v; = #{n>0.§n:j}.
Somit ist v; = Y77, 6,(£,) die Anzahl der Besuche der Markoffkette & in j. (Hier ist

n=1"%j
6;(x) =90, ; =1, wenn z = j, und sonst null.) Wegen

Eiéj(‘fn) =P, =7)= pij(n)

folgt fiir n;; = E,v;, die mittlere Anzahl der Besuche in j bei Start in 4, daf}

o0
ng; =Ly, = Zpij(n)
n=1



Die einzelnen f;; (n) kann man relativ einfach rekursiv berechnen. Offensichtlich
gilt f;;(0) =0 und f;;(1) = p;;. Nun ist fiir n > 1

pi;(n) = ZPi(Tj =18, =)
t=1
= ZP'L(T] = t)H)(é-n :]|£O = ivgl ?é.]a "aé-tfl %jaét :j)v
t=1 ~"——~—"
fi; (@) pjj(” —1)
also
pz’j(n) = fij(t)pjj(n —1), n=>1,
t=0
beziehungsweise
n—1
fij(”):pij(n)*Zfij(t)pjj(”*t)v n =1
t=1

Definiert man daher erzeugende Funktionen
Pij(z) = Zpij(n)zn’ F; (2) = Z fij (n)z",
n=0 n=0

so gilt Fj;(1) = fi;, P;(1) = Y02 p;;(n) = &;; + E;v; und aus obiger Beziehung
erhilt man leicht, daf3

P,

(z) = 5ij + Fij(Z)ij(Z)v

also
P..(2)—0,;
(2) = M’
P;;(2)
woraus man die einzelnen f;;(n) manchmal durch Reihenentwicklung verhéltnismafig
einfach bestimmen kann (siehe Ubungen).

Als néchstes wollen wir die Verteilung von v; berechnen. Offensichtlich gilt

PZ-(V]- =0)= PZ-(TJ- =00)=1-— f”

Schreiben wir allgemeiner v,(t) = #{n >t : {, = j} fiir die Anzahl der Besuche in j
nach dem Zeitpunkt ¢, so ist fiir n > 1 aufgrund der Markoffeigenschaft
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- iPi(Vj:n,szt)

= ipi(Tth) P;t)=n—-1§ =148 #7511 F 1,5 = J)
_ imw P(,(t) = n 116, = )

= t:ilfij(t)Pj(anl)

= f;Pj(llj =n-—1)

P(v,=n) = fiij(l/j =n-—1)
fijf5 vy =n =2)

= fijf;‘ljilpj(yj =0)
= [yl =1y,
Zusammenfassend erhalten wir also
Satz. Es gilt
P(v;=0)=1—f;, Pvy=mn)=f,f (1= f;), n>1
Definition. Der Zustand ¢ heifit rekurrent: <= f,; = 1, sonst transient.
Satz. FEs gilt

i rekurrent <= P;(v;
i transient <= P;(y, <

1l << FEy =0
1 < Ey <.

o0) =
00)

Beweis. Da P,(v; = n) = (1 — f;;), gilt P,(v; = n) = 0 fur alle n, i.e. P,(v; =
o0) = 1, genau dann, wenn f;; = 1, also wenn ¢ rekurrent ist. In diesem Fall ist dann

trivialerweise auch E,v, = oo. Ist i dagegen transient, so folgt P;(v; = c0) = 0, und
man berechnet leicht (siehe Ubungen), daB E,v, = f,;/(1 — f,;) < oc.

Bemerkung. Wir wissen bereits, da n,; = E,v; = >~ p;;(n). Somit gilt: ¢ ist
rekurrent <= > | p,;(n) = oc.

Definition. i fiihrt nach j, symbolisch i — j, wenn p,;(n) > 0 fiir ein n > 0. i und
7 kommunizieren, symbolisch i < j, wenn ¢ — j und j — 4. Man zeigt leicht, daf3
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,kommunizieren* eine Aquivalenzrelation ist; somit kénnen wir den Zustandsraum X
in Aquivalenzklassen zerlegen.

Satz. Rekurrenz ist eine Klasseneigenschaft.

Beweis. Sei i rekurrent und j ein Zustand, der mit ¢ kommuniziert. Dann existieren
s und t sodaB p;;(s) > 0 und p;;(¥) > 0. Nun gilt offensichtlich p;;(s + n +¢) >
pjz-(t)pii (n)pij(s), und daher impliziert n,; = Y p,;(n) = oo, daf n;; = ijj (n) = oc.
Also ist j rekurrent.

Satz. Fin rekurrenter Zustand kommuniziert mit jedem Zustand, zu dem er fihrt.
Somit kann ein rekurrenter Zustand niemals zu einem transienten fithren.

Beweis. Offensichtlich gilt

P(v; <n) > P&, = j,v;(n) =0) :pij(n)(l - sz)

Ist i rekurrent, so folgt daher fiir alle n und j, daf p;;(n)(1 — f;;) = 0; fithrt also i
nach j, so ergibt sich f;; =1 und daher trivialerweise, daf j nach ¢ fiihrt.

Beispiele.

1. Bei der Irrfahrt auf Z kommunizieren alle Zustinde. Man kann zeigen (siehe
Ubungen), daf8 die Zustéinde genau dann rekurrent sind, wenn p = ¢ = 1/2
(,,symmetrische Irrfahrt*).

2. Im einfachen Warteschlangenmodell kommunizieren alle Zusténde und sind ge-
nau dann rekurrent, wenn IEn < 1.

3. Im Modell fiir Erfolgsldufe kommunizieren alle Zustéinde und sind genau dann
rekurrent, wenn ) . g, = 0.

1.6 Stationire Verteilungen und Grenzverteilungen

Im folgenden Abschnitt untersuchen wir die Frage nach der Existenz und moglichen
Berechnung von Grenzverteilungen. Angenommen, eine Grenzverteilung 7 existiert,
i.e. p,, — m fiir n — oo. Lassen wir n in der Beziehung p,, ,; = P’u,, gegen unendlich
gehen, so erhalten wir 7 = P'm, oder komponentenweise m; = >, m;p,;. Solche Ver-
teilungen, i.e. Losungen von 7 = P'm mit 7; > 0, >, 7, = 1, nennt man stationdre
Verteilungen. Durch Iteration gilt dann auch 7 = P(n)'m, oder komponentenweise

;= > T;Pij (n).
Definition. Eine Markoffkette heifit irreduzibel, wenn alle Zustinde kommunizieren,
und aperiodisch, wenn fiir alle ¢ gilt: ggT{n >1:p,;(n) > 0} = 1.
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Satz. In einer irreduziblen, aperiodischen rekurrenten Markoffkette gilt fir alle i und
J, dafs

1
lim p,;(n) = .
nooet B
Offensichtlich ist E;7; = 3272, nP;(1; = n) = 3372 nf,;(n) die erwartete Zeit,

die benétigt wird, um von j ausgehend nach j zuriickzukehren. Man nennt E, 7, daher
die mittlere Rekurrenzzeit von j.

Definition. Der rekurrente Zustand i heiflt positiv rekurrent <= E,7; < oo, i.e. wenn
die mittlere Rekurrenzzeit endlich ist, andernfalls nullrekurrent.

Man kann zeigen, dafl ,,positiv rekurrent” und , nullrekurrent“ Klasseneigenschaf-
ten sind. Mit Hilfe des obigen Satzes und der vorangegangenen Uberlegungen erhalten
wir nun folgendes Resultat.

Satz. Sei & eine irreduzible, aperiodische, rekurrente Markoffkette.

A. Ist € positiv rekurrent, so existiert eine eindeutig bestimmte stationdre Verteilung
m mit m; = 1/E,T;, i.e. w; ist der Kehrwert der mittleren Rekurrenzzeit von 1,
und diese ist auch Grenzverteilung.

B. Ist & nullrekurrent, so gibt es keine stationdre Verteilung und daher auch keine
Grenzverteilung.

Beispiele.

1. Die Irrfahrt auf Z ist periodisch mit Periode 2 und irreduzibel. Man kann zeigen
(siche Ubungen), daB die symmetrische Irrfahrt (i.e. p = ¢ = 1/2) nullrekurrent

ist.

2. Fiir das diskrete Warteschlangenmodell gilt:

> ka,=IEn<1 <= positiv rekurrent
> ka,=IEn=1 <= nullrekurrent.

1.7 Verzweigungsprozesse

Wir betrachten ein Partikelsystem, bei dem die Partikel der (n 4 1)-ten Generation
allein durch ,, Verzweigungen“ der Partikel der n-ten Generation entstehen, i.e. von
jedem Partikel der n-ten Generation geht eine bestimmte (nichtnegativ ganzzahlige)
Anzahl von Verzweigungen zu den direkten ,Nachkommen des Partikels aus. Wir
nehmen an, daf die stochastische Struktur des Prozesses folgenden Annahmen geniigt.
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