Kapitel 4

ARMA-Prozesse

Definition 4.1 (ARMA-Prozef}).
Die Zeitreihe £ = (§,,t € Z) heifit ein ARMA (p, q)-Prozef (autoregressiver Moving Average—
Proze$}), wenn sie stationér ist und fiir alle ¢
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gilt, wobei (¢,,t € Z) weiBles Rauschen mit Mittel null ist. £ heiit ein ARMA(p, ¢)-Proze8
mit Mittel p, falls (§, — 1) ein ARMA(p, ¢)-Prozes8 ist.

Unter Verwendung des Lagoperators L kénnen wir obige Beziehung kompakter schreiben als

a(L)§, = B(L)e,,
wobei natiirlich

a(2) = ag gz~ —a,F, )= fyt Bzt B

mit o, = f, = 1. Die Polynome «(z) und ((z) nennt man das autoregressive bzw. das
Moving Average-Polynom der Differenzengleichung o(L)¢, = 5(L)e,.

Beispiel 4.1 (MA(q)-Prozesse).

Wenn p = 0 ist (i.e., a(z) = 1), so nennt man & einen Moving Average—Prozefl der Ord-
nung ¢, symbolisch MA(q); die Zeitreihe £ entsteht eben durch Bildung eines (einseitigen
und gewichteten) gleitenden Durchschnitts der Zeitreihe e. Die Zeitreihe aus Beispiel 2.4
(mit B, = 0) ist daher ein MA(1)-ProzeB. Fiir MA(q)-Zeitreihen der Form &, = G(L)e,
erhalten wir

m, =IE¢, :Eet+ﬁlIEet71+---+ﬁqIEet7q =0
und

q q 9
cov(§yyp, &) = Zj k=0 COV(/B_jEt-l—h—ja Br€i—i) = Zj =0 BiBy0n —k0
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diese Zeitreihen sind also stets stationdr mit Mittel null und Autokovarianzfunktion

—|h
Y, = {02 Z;]:'O ‘ﬂ]ﬂ]-Hh\’ wenn |h| S q,
0, sonst.

Beispiel 4.2 (AR(1)-Prozesse).
Wenn ¢ = 0 ist (i.e., 5(z) = 1), so nennt man £ einen autoregressiven Prozefl der Ordnung p,
symbolisch AR(p). Fiir welche Polynome a(z) die Differenzengleichung o(L){, = €, eine
stationére Losung besitzt, ist aber zunéchst nicht offensichtlich. Zur Illustration betrachten
wir den einfachsten (nichttrivialen) Fall mit a(z) = 1 — a2, i.e., p = 1. abkiirzend schreiben
wir oy = p.

Ist |p| < 1, so wissen wir aus den Ubungen, daB

o0
k
ft = Zk:o P €k

eine stationédre Losung der Gleichung &, — p&,_; = €,, t € Z liefert; ferner wurde gezeigt, dafl
obige Reihe im Quadratmittel konvergiert und daf

2

g
EE =0, COV(ftJrh,&t) = m p|h\.

Angenommen, es gibe eine stationdre Losung der Gleichung &, = §,_; +¢€,, t € Z. Dann
folgt wegen &, — &, =€, +--- + ¢, dafl fiir alle t > 0

f0’2 = var(ft - 60) < 4 Var(ft)7

was offensichtlich unméglich ist. Ahnlich iiberlegt man sich, daB es auch im Fall p = —1
keine stationdre Losung geben kann.
Ist [p| > 1, soist [p~!] < 1 und

& = PilftH*PilftH

_ —k -1 -2 —k
= P Gk P €1 TP €pa— TP €y

Es folgt (vergleiche Ubungen), daf
gt == Zk:l p_ket-i-k’

wobei die Reihe im Quadratmittel konvergiert. Nun berechnet man leicht, dafl

2
g _
IEft =0, COV(ftJrhagt) = p2 ] 1Y lh‘.

Fiir allgemeines p gilt folgendes Resultat (ohne Beweis).

Satz 4.1 (Stabilitétsbedingung).
Die Differenzengleichung o(L)§, = €, besitzt genau dann eine stationdre Lisung, wenn das
Polynom «(z) keine Nullstellen am FEinheitskreis besitzt.
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Die Stabilitidtsbedingung besagt also, dafi a(z) # 0 fiir alle komplexen z mit |z| = 1. Da
z = 1/ay die einzige Nullstelle des Polynoms a(z) = 1 — «, # ist, erhalten wir fiir p = 1 die
Bedingung || # 1, die wir auch schon in obigem Beispiel abgeleitet hatten.

Definition 4.2 (Kausalitit).

Ein ARMA ((p, q)-Prozef heifit kausal (oder genauer eine kausale Funktion des Prozesses ),
wenn es eine quadratsummierbare Folge von Konstanten (¢;,j = 0,1,...) gibt, soda$ fiir
alle t € Z

&= Z::O Pi€1—j

Wir werden spéter sehen, dafl die Kausalitédtseigenschaft bei der Prognose eine grofie Rolle
spielt. Fiir p = 1 erhalten wir aus Beispiel 4.2, dafl ein AR(1)-Prozefl genau dann kausal ist,
wenn |a; | < 1, wenn also die Nullstelle 1/ des Polynoms a(z) auflerhalb des Einheitskreises
liegt. Dies 148t sich auch fiir allgemeines p zeigen:

Satz 4.2 (Kausalitéitbedingung).
Ein AR(p)-Prozef ist genau dann kausal, wenn alle Nullstellen des Polynoms o(z) auferhalb
des Einheitskreises liegen.

Die Frage nach der Existenz einer (moglicherweise kausalen) Losung der Differenzenglei-
chung a(L)¢, = B(L)e, konnen wir nun leicht kléren, wenn wir der Einfachheit halber
annehmen, dal «(z) und 3(z) keine gemeinsamen Nullstellen besitzen: die Bedingungen
bleiben dann so wie beim rein autoregressiven ProzeB, i.e., keine Nullstellen von a(z) am
Einheitskreis als Stabilitdtsbedingung und alle Nullstellen auflerhalb des Einheitskreises als
Kausalitdtsbedingung.

Im stabilen Fall kann man die Losung der Differenzengleichung a(L){, = B(L)e, wie
folgt erhalten: man entwickelt die rationale Funktion ¢(z) = 8(z)/a(z) in eine Laurentreihe

dore o ¢;77, die in einem Kreisring um den Einheitskreis konvergiert (was aufgrund der

Stabilitidtsbedingung moglich ist); dann gilt

& =0o(L)e, = ZjeZ Pj€r_j-

(Formal ist das klar wegen «(L)§, = a(L)¢(L)e, = B(L)e,, nur mufl Sorge getragen werden,
daf die entsprechenden Reihen auch konvergieren.) Im kausalen Fall ist die rationale Funk-
tion ¢(z) analytisch in einem Kreis um den Ursprung mit Radius grofer als eins, und die
Laurentreihe wird zur Taylorreihe, enthélt also nur nichtnegative Potenzen von z.

Mit Hilfe dieser Losungsformel kénnen wir nun auch Mittelwerts- und Kovarianzfunktion
eines ARMA-Prozesses ,,berechnen“. Fiir die Mittelwertsfunktion erhilt man

B =1k Zjez Pj€r—j = Zjez ¢;lEe_; =0,
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fiir die Kovarianzfunktion

cov(§pn &) = E (ZiGZ Di€iyn—i ZjeZ ¢j€t7j)
Zi,jEZ i€y, i€;
Zi,jEZ i, 026i’j+h
= o? ZjeZ DD

Definition 4.3 (Invertierbarkeit).
Ein ARMA(p, q)-ProzeB heifit invertierbar, wenn es eine im Quadrat summierbare Folge
(%9, %1, - . .) von Konstanten gibt, sodafl ¢, = Z;io ¥;&_; fir alle t € Z.

Satz 4.3 (Invertierbarkeitsbedingung).
Ein MA(q)-Prozef ist genau dann invertierbar, wenn alle Nullstellen des Polynoms [(2)
auflerhalb des Einheitskreises liegen.

Bemerkung. Ahnlich zu den Uberlegungen zur Kausalitit zeigt man leicht: haben a(z)
und 5(z) keine gemeinsamen Nullstellen, dann ist der ARMA(p, ¢)-Proze8 a(L)§, = B(L)e,
genau dann invertierbar, wenn alle Nullstellen von 3(z) auflerhalb des Einheitskreises liegen.

Beispiel 4.3. Wir betrachten den allgemeinen ARMA(1,1)-Prozef§

§— 1§ =€ —PBre_q.

Fiir ay # B3, gibt es genau dann eine stationéire Losung der obigen Gleichung, wenn |a;| # 1
(Stabilitdtsbedingung); diese Losung ist genau dann kausal, wenn |a; | < 1, und genau dann
invertierbar, wenn |5;] < 1.



