Kapitel 2

Markoftketten in stetiger Zeit

Sei wie iiblich X hochstens abzéhlbar. Ein zufiilliger Proze £ = (£(t),t > 0) heifit
Markoffkette in stetiger Zeit mit Zustandsraum X, wenn £(t) € X fur alle ¢ und £ die
Markoffeigenschaft besitzt, i.e. es gilt fur alle 0 <s; <--- <5, <s<t

P(E(t) = jE(s1), - -5 €(s,,), 6 () = ) = IP(E(E) = jlE(s) = 4).

Gilt insbesonders IP({(s +t) = j|{(s) = i) = p;;(t) fiir alle s > 0, ¢ > 0, so heifit
¢ eine Markoffkette in stetiger Zeit mit Zustandsraum X und stationdren Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten. Die Funktionen p;;(t), t > 0 heifilen dann Ubergangsfunktionen
und die Matrix

P(t) = [pij(t)]i,jeX7 t=>0
heifit Matrix der Ubergangsfunktionen oder einfacher Ubergangsfunktion.

Die Markoffeigenschaft kann analog zum Falle der diskreten Zeit auf mannigfache
Art umschreiben. Am anschaulichsten ist wahrscheinlich die folgende Formulierung:
bezeichnen F_, und F_, die Zukunft bzw. die Vergangenheit von £ zum Zeitpunkt ¢,
so sind F., und F_, bedingt unabhingig, gegeben (t).

Ganz analog zur Behandlung der Markoffketten in diskreter Zeit zeigt man die
Giltigkeit der Chapman—Kolmogorov Gleichungen

Zpik(s)pkj (t) =p;;(s+1)
%

beziehungsweise, unter Verwendung der Ubergangsfunktion P (t),

P(s)P(t) = P(s + t).
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Zusammenhang mit der Exponentialfunktion

Angenommen, ¢ — P(t) ist stetig fiir ¢ > 0 und an der Stelle ¢ = 0 (rechtsseitig)
differentiierbar mit Ableitung A = P(0+) = limy, o (P(h) — I)/h. Dann gilt, zunéchst
formal, wegen P(t + h) = P(¢t)P(h) = P(h)P(t) mit h | O:

P(t + hf)b — P(t) P(t)% _ %P@
| | l
P(t) = P(t) A = A P(t)
Vorwiirtsgleichung Riickwiirtsgleichung

Die (Kolmogorov’sche) Riickwiirtsgleichung P(t) = AP(t) gilt bereits unter relativ
schwachen Bedingungen, beispielsweise wenn £ konservativ ist, i.e. wenn alle Zeilen-
summen von A endlich sind. Im folgenden nehmen wir stets an, daf} diese Bedingung
erfiillt ist. Da dann die Ubergangsfunktion die eindeutig bestimmte Losung des An-
fangswertproblems

P(t)=AP(t), P0)=1I

ist, also die Ubergangsfunktion vermittels Losung einer Differentialgleichung aus A
berechenbar ist, nennt man A den infinitesimalen Erzeuger von €. Formal (und exakt
im Falle eines endlichen Zustandsraumes) gilt dann P(t) = exp(tA).

Ist A diagonalisierbar, so kann man P(t) wie folgt berechnen. Sei @) die Matrix,
deren Spalten die Eigenvektoren von A sind, und A die Matrix der zugehorigen Ei-
genwerte, i.e. AQ = QA. Dann ist

P(t) = exp(tA) = Qexp(tA)Q ",
wobei exp(tA) = diaglexp(A\;t), . ..,exp(A,t), .. .].

Man {iiberlegt sich leicht, daf§ die Hauptdiagonalelemente ¢,;; von A nichtpositiv
sind, die Nebendiagonalelemente «,;, j # ¢ nichtnegativ sind, und daf die Gleichung
> jex @ = 0 gilt. Wir schreiben dann «; = —av;; = >, ;.

Interpretation des infinitesimalen Erzeugers
Zunéchst gilt
Pi(€(kt/n)=i,1<k<n) = p;t/n)"
— (—agt/n+olt/n)"
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und somit fiir n — oo
a;t

P, (¢ hat i bis zum Zeitpunkt ¢ noch nicht verlassen) = e~

Satz. Bei Start in i ist die Wartezeit bis zum erstmaligen Verlassen des Zustandes i
exponentialverteilt mit Parameter o;.

Ist speziell o; = 0, so nennen wir ¢ absorbierend. In diesem Fall wird der Zustand ¢
nicht mehr verlassen.

Eine einfache Interpretation der Nichtdiagonalelemente von A kann man sich wie
folgt verschaffen. Sei 7 nicht absorbierend, i.e. o, > 0, und sei B das Ereignis, daf}
der Zustand ¢ im Zeitintervall [0,¢], und zwar durch einen Sprung in den Zustand j,
verlassen wird. Schreiben wir

Cn,k = {5(8) :Z,O <s< (k_ 1)t/n7 f(kt/n) :]}, k= 1,...,7’L,
und

B,=C,, U---UC

n,n’

so gilt offensichtlich lim B, = B und daher auch lim P,(B,) = P,(B). Fur

n—oo - n n—oo ~ 1

festes n sind die C,, ;. disjunkt mit P;(C,, ;) = efo‘i(k’l)t/”pij(t/n). Somit gilt

P(B,) = Y P(Cys)

k=1
= Dy (t/m)
k=1
_efait
=t/
1 — et
—

also

Qs
P,(i wird bevor ¢ durch Sprung nach j verlassen ) = —2(1 — e~ ).
@y

Fiir t — oo folgt

a
P, (erster Sprung nach j) =

i

Satz. Sei i nicht absorbierend. Die Wahrscheinlichkeit, dafS bei Start in i der erste

Sprung in den Zustand j erfolgt, ist r;; = aij/ozi.
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Wir setzen r;; = 0 und schreiben R = [rij]i7j§X. Wegen o; = >, ,; a;; gilt dann
jTij = 1, L.e. Rist eine stochastische Matrix (Ubergangsmatrix).

Die obigen Uberlegungen lassen sich nun ohne Schwierigkeiten auf den zweiten,
dritten,... Sprung ausdehnen. Schreiben wir o, = 0, o, fiir den Zeitpunkt des n-ten
Sprunges von &(t) und n,, = £(0,,) fir den Zustand, in dem sich £(¢) zwischen dem
n-ten und (n + 1)-ten Sprung befindet, so sehen wir, dafi n = (1,,),,5, eine Markoff-
kette in diskreter Zeit mit Zustandsraum X und Ubergangsmatrix R_, die sogenannte
Leingebettete Markoffkette“, ist.

Rekurrenz, Transienz & Absorptionswahrscheinlichkeiten

Rekurrenz und Transienz fiir Markoffketten in stetiger Zeit lassen sich vollstédndig
mit den Kriterien fiir Markoftketten in diskreter Zeit beschreiben: ein Zustand i ist
fir &€ = (£(¢),t > 0) dann und nur dann rekurrent, wenn er fiir die eingebettete
Markoffkette n rekurrent ist.

Markoffketten in stetiger Zeit sind immer aperiodisch. Man kann zeigen: eine Uber-
gangsfunktion p,;(t) ist entweder positiv fiir alle t > 0 oder verschwindet identisch.

Sei a ein absorbierender Zustand, 7, die Zeit bis zur Absorption in a (7, = oo,
wenn keine Absorption in a erfolgt), und h, die Wahrscheinlichkeit, bei Start in 4 in a
absorbiert zu werden. Offensichtlich gilt P,(7, < t) = p,,(¢t) und h, = lim, ,__ p,,(t).
Wegen p,,(t) = >, a;;p,,(t) folgt somit fiir t — oo, daB 3, a;;h; = 0. Der Vektor h
der Absorptionswahrscheinlichkeiten in a ist daher die Losung der Gleichung

Ah =0, h,=1, h,=0 fir alle b absorbierend, b # a.

Stationire Verteilungen

Schreiben wir u(t) = [IP(&(t) = i)]icx, so gilt u(t) = P(t)'1(0). Aus der Vorwérts-
gleichung P(t) = P(t)A folgt dann fi(t) = A’P(t)'u(0) = A’u(t). Also ist ein Wahr-
scheinlichkeitsvektor p mogliche Grenzverteilung, wenn A’y = 0 gilt. Solche Vektoren
nennt man stationdre Verteilungen.

Ist die Startverteilung 1(0) = u eine stationédre Verteilung, so folgt mit Hilfe der
Riickwiirtsgleichung, daB fi(t) = P(t)'u(0) = P(t)A'p = 0, ie. daB p(t) = p fir
alle t. Da die Ubergangswahrscheinlichkeiten stationir sind, ist dann auch der Prozef
(&(t),t > 0) stationér.
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Beispiel 1: Poissonprozef

Der Poissonproze3 mit Parameter A ist eine Markoffkette in stetiger Zeit mit Zu-
standsraum X = {0, 1,...} und infinitesimalem Erzeuger

A, j=1+1,
ai_j = _Av .] = 7;5
0, sonst.

(Man skizziere den Intensitétsgraphen.) In diesem Fall sind die konsekutiven Warte-
zeiten p, = o0, — 0, _; identisch exponentialverteilt mit Parameter A. Sie sind aber
auch unabhéngig, wie man leicht erkennt. Es gilt

Pi(py <s,py<t) = ZPi(pl <8 =J,py < 1)
J

= Zpi(Pl <sm :j)Pj(P2 <t

j
= Pipy <5)Pyi(py < 1),
analog fiir den allgemeinen Fall (n > 2).

Der Poissonprozef entsteht also bei Start in ¢ wie folgt: zwischen dem (j — i)-ten
und dem (j — i + 1)-ten Sprung befindet sich das Teilchen in j, oder noch einfacher:
die Differenz des gegenwirtigen Zustandes zum Anfangszustand ist gleich der Anzahl
der Spriinge bis zur Gegenwart. Es folgt p,;(t) = 0 fiir j < i und, fiir j >4,

PiE(t) =j) =p;(t) =P(o;_; St <o;_;14)

Da p;,...,p,, .. unabhéingig exponentialverteilt mit Parameter X sind, ist o, gam-
maverteilt mit Parametern n und A und besitzt die Dichte

)\nsnflef)\s

fo,(s) = CEE s > 0.
Somit gilt, wenn wir zur Vereinfachung n = j — ¢ schreiben,
“d
p;(t) = /0 E]P(U” =58,pppq >t —5)ds

¢
= /fgn(s)e*A(t*S)ds
0

t yn.,n—1
— e—At/ )‘Sids

_ s™t
e )\t)\n_’
n!lo
O
= e
n!

)
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also zusammenfassend
(A",

Pij(t):me s J 2

Satz. Bei einem Poissonprozef$ mit Parameter X ist die Anzahl der Spriinge in einem
Zeitintervall der Linge t poissonverteilt mit Parameter \t.

Beispiel 2: Yuleprozef
Der Yuleprozefl mit Parameter A ist eine Markoffkette in stetiger Zeit mit Zustands-
raum X = {0,1,...} und infinitesimalem Erzeuger
i\, j=i+1,
a; =14 —i\, j=1i,
0, sonst.

(Man skizziere den Intensitétsgraphen.)

Der Yuleproze wird auch (linearer) Geburtsprozefl genannt. Interpretiert man
nédmlich die jeweiligen Spriinge als ,,Geburten“, so erkennt man, dafl die Geburtsin-
tensitét, wenn ¢ Teilchen vorhanden sind, genau ¢ mal so grof} ist wie die Geburtsin-
tensitdt in dem Fall, wo genau ein Teilchen vorhanden ist.

Die Ubergangsfunktionen lassen sich leicht aus der Vorwértsgleichung bestimmen.
Zunéchst gilt, wie wir bereits wissen,

p;;(t) = P;(kein Ereignis in [0,t]) = e~
und die Vorwértsgleichung liefert fiir j > 4

pi,j(t) = _j/\pi,j(t) + (- 1))\]91',3‘71(”-
Durch Multiplikation mit e/** erhalten wir

d , . ) )
gt (ej)\tpi,j (t)) =@U- 1)/\‘3]”1)1'7];1(0

und daher
t
pi,j(t) =0- 1)>\67Mt/ eﬂspi,jq(s) ds
0

Somit kann man die Ubergangsfunktionen rekursiv durch einfache Integrationen be-
rechnen. Fiir j =7 4 1 erhalten wir

t
Piita(t) = i/\e_(”‘l)’\t/ Sl DAs —iXs g
0

t
_ i/\e_(i+1)’\t/ e)\s ds
0

_ ,L-efMt(l _ efME)7
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